Понятие числовой функции.
 Пусть Х и Y—два множества действительных чисел. Элементы этих множеств будем обозначать буквами х и у соответственно. Задать соответствие между множеством Х и множеством Y—это значит указать правило, по которому для каждого числа х из множества Х выбирается одно, несколько или даже бесконечно много чисел у из множества Y. При этом может оказаться, что некоторым числам хЄХ не будет соответствовать никакое число у ЄУ.
Например, если задать соответствие между множествами дей​ствительных чисел Х=R и Y=R в виде формулы
х2 +y2=1,

то каждому числу х Є (—1; 1) будут соответствовать два числа:Ø
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Числам х=1 и y=-1 соответствует единственное число у==0, а всем остальным х Є R не соответствует никакое у.
Соответствия между числовым множеством Х и числовым множеством Y обычно обозначают буквами латинского алфавита /, F g, ... и пишут
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Соответствие f относящее каждому данному числу х из множе​ства Х единственное число у из множества Y, называют числовой функцией аргумента х и пишут

[image: image3.png]y=f{(x).




При этом х называют независимой переменной, а у— зависимой пе​ременной; множество Х—областью определения функции f(x), а мно​жество Y—областью изменения (или множеством значений) функции f{x). Иногда область определения и область изменения функции y=f(x} обозначают D (f) и Е [f} соответственно.

Числовая функция y=f(x) может быть определена и как мно​жество упорядоченных пар действительных чисел (х; f (х)) таких, что для каждого х в множестве этих пар имеется  не более одной пары с первым элементом х. Например, функция, задаваемая формулой у=х2, может быть также задана как множество всех упорядоченных пар вида (х; х2).
Если переменные х и у рассматривать как декартовы координаты точек на плоскости, то графиком функции .y=f (х) называют мно​жество точек координатной плоскости Оху с координатами (х; f (х)).
Способы задания функций.
Функция может быть задана различными способами. В математическом анализе функция часто задается аналитически.

Основные формы  аналитического задания функции:

1) Явная форма задания функции. Функция задается в виде формулы, указывающей операции (и последовательность их выполнения), которые необходимо совершить над значением незави​симой переменной, в результате которых получается значение зави​симой переменной.

Например, пусть функция y=f(x) имеет вид
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Область определения данной функции D(f)==[0; +∞).

Возьмем некоторое значение X0 ЄD (f). Для получения значения y0=f(ху) над величиной x0 следует произвести следующие операции, в результате которых получится величина y0: а) извлечь квадратный корень из числа x0; б) вычесть из полученного значения квадратного корня число единицу; в) полученную разность возвести в квадрат.

При аналитическом способе задания функции при одних значе​ниях аргумента xЄD1 функция может задаваться одной формулой, а при других значениях аргумента х Є D2— другой формулой (D1UD1=D(f) и D1ՈD2=Ø).

Примером такой функции в промежутке (- ∞; + ∞) может слу​жить функция, определяемая следующими условиями:
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Эта функция имеет специальное обозначение;

sign x
(читается: «сигнум х»)—и называется «знак числа х».
2) Неявная форма задания функции. Под неявным заданием функции понимается задание функции в виде уравнения с двумя переменными:
                                 F(x,y)=0.                                             (1)
Уравнение (1) задает функцию лишь в том случае, если множество упорядоченных пар  (х; у), являющихся решением данного уравнения, таково, что для любого числа х имеется в этом множестве не более одной пары (х0; уо)   с первым элементом х0; Например, уравнение

ху—1=0
задает функцию, в то время как уравнение вида
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задает не функцию, а соответствие, так как среди множества упоря​доченных пар (х;у), являющихся решением данного уравнения, най​дутся, например, две такие пары с совпадающим первым элементом:
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3) Параметрическая форма задания функции. При параметрическом задании функции соответствующие друг другу значения переменных х в у выражаются через третью величину, называемую параметром:
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В некоторых случаях функция, заданная в параметрическом ви​де, может быть также записана и в явной форме. Например, функ​ция, заданная в параметрической форме:
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допускает запись в явной форме:
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Кроме аналитического способа задания, функция может быть также задана:

1) таблицей своих значений или правилом вычисления таблицы;

2) графиком.
Сумма, произведение, разность и частное двух функций.

Функции f (х) и g(x) называются равными на общей части их области определения D (f) Ո D (g), если f(х) = g (х) при  всех xЄ D(f) Ո D(g).

Суммой двух функций f (x) и g(x), определенных на множествах значений независимой переменной D (f) и D (g) соответственно, назы​вается функция S(x), задаваемая условиями:

1) Область определения функции S (x) (если нет специальной ого​ворки) есть общая часть множеств D(f) и D(g), т. е,
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2) Значение функции 5 (x) в каждой точке x0Є D (S) вычисляется как сумма значений функций f (x} и g (x) в точке Ха:
[image: image12.png]S (xe)=f (xe)-+-g (x0)-




Аналогично определяются разность, произведение и частное двух функций, причем частное двух функций

[image: image13.png]



определено лишь при тех значениях xЄD (f) Ո D (g), при которых функция g(х) не обращается в нуль.

Сложная функция (суперпозиция функций).
 Пусть у=f(х)— числовая функция с областью определения D (f) и областью изменения (множеством значений) Е (f), a z=g(y)—числовая функция, заданная на множестве Е (f) или некотором его подмножестве, с областью из​менения E (g). Соответствие, относящее каждому данному числу х из множества D (f) единственное число у из множества Е (f), а число у—единственное число z из множества Е(g), называют сложной функцией (или суперпозицией функций y=f{x} и z=g(у)) и записывают:

[image: image14.png]z=g (f (x)).




Большинство функций, изучаемых в элементарной математике и математическом анализе, можно рассматривать как сложные функции. Например, функция
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может быть представлена как суперпозиция двух функции:
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Четные и нечетные функции.
Числовая функция у =f(х)называется четной, если 

1) область определения функции симметрична относительно точ​ки О числовой оси (т. е. если точка х0 принадлежит области определения функции, то и точка —х0 также принадлежит области оп​ределения функции);

2) для любого значения независимой переменной, принадлежащего области определения функции, выполняется равенство

[image: image17.png]fx)=F(—x).




Числовая функция y==f(x) называется нечетной, если

 1) область определения функции симметрична относительно точки О числовой оси (т. е. если точка х0 принадлежит области определения функции, то и точка — х0 также принадлежит области определения функции функции);
2) для любого значения независимой переменной, принадлежа​щего области определения функции, выполняется равенство

f(x) = - f(-x).

График четной функции симметричен относительно оси ординат, а график нечетной функции симметричен относительно начала коор​динат, т. е. центрально симметричен.
Свойства четных и нечетных функций:

1) Сумма, разность, произведение и частное двух четных функций есть четная функция.
2) Сумма и разность нечетных функций—нечетная функция, а произведение и частное—четная функция.

Доказательство четности (или нечетности) функции y=f(x) про​водится следующим образом. Выясняется симметричность области определения функции y=f(x) относительно точки О числовой оси. Если область определения функции не симметрична относительно точки О, то функция не является ни четной, ни нечетной. Если же область определения функции симметрична относительно точки О, то переходят к проверке справедливости равенств
f(x)=f(-x),
f(x)=-f(-x).                                         (2)
Если выполняется первое из равенств (2), то функция f(х)—четная; если второе—то нечетная. Если не выполняется ни одно из приве​денных равенств, то функция не является ни четной, ни нечетной.

Примеры.1. Функция f(x)=1/x+1 не является четной и не является нечетной, так как ее область определения не симметрична относительно точки О (в точке х=1 функция определена, а в точке х=— 1 не определена).

2. Функция f(x)= х2+х/х имеет симметричную относительно точки О область определения, но не является ни четной, ни нечет​ной, в чем легко убедиться на основании следующих вычислений:
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Нетрудно заметить, что

f(-x) ≠ f(x) и -f(-x) ≠ f(x).
3. Функция f(x)=1/x2-1 имеет  симметричную область определения, относительно точки О числовой оси и удовлетворяет первому из равенств (2):

[image: image19.png]f(—x) =(_x)2_l=x| }—l:f(x).




Следовательно, функция f(x)=1/х2-1 -  четная функция.
Периодические функции.
 Функция f(x) называется периодической с периодом Т (Т—некоторое действительное число, отличное от нуля), если

1) для любого значения аргумента х из области определения функции значения х+Т в х—Т также принадлежат области опре​деления функции;

2) при любом х из области определения функции
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Обычно под периодом функции понимают наименьший из всех положительных периодов (если такой существует). В этом случае все периоды функций кратны ее наименьшему периоду:

[image: image21.png]T =kT,,




где То— наименьший положительный период функции, a k—целое число, отличное от нуля.

[image: image1.png]y= V1—x* 0 y=—=V l—s%



Существуют периодические функции, не имевшие наименьшего положительного периода. Примером такой функции является функ​ция Дирихле, задаваемая условиями:
D(x)=  0, если х рационально

            1, если х иррационально.

Доказательство периодичности (или непериодичности) функции заключается в нахождении ее периода (или в доказательстве того, что не существует числа Т, удовлетворяющего условиях 1), 2)).
Примеры. 1. Найти наименьший период функции f(х)==sin(ax+b), где а≠0 Решая уравнение sin (ax+b)=sin [а(х+Т)+b] относительно величины Т, получим

[image: image22.png]


(3), (4)
Величина Т, определяемая формулой (3), не удовлетворяет опреде​лению периода, так как Т является функцией от х. Из формулы (4) находим, что наименьшим положительным периодом функции sin(ax+b) будет число 2π/|а].

2. Доказать непериодичность функции f(x) = sin (x2).
Предположим, что существует число Т ≠0 такое, что sin (x2) = sin(x+T)2 при любом х. Однако, решая это уравнение относи​тельно величины Т, получаем, что Т зависит от х, и, следовательно, функция непериодична.

Ограниченные функции. 
Функция f (х) называется ограни​ченной сверху, если существует такое число М, что для всех значений аргумента из области определения функции выполняется нера​венство f(x)≤M, и ограниченной снизу, если существует такое число т, что для всех значений аргумента из области определения функции выполняется неравенство f(x)≥m.
Функция, ограниченная сверху и снизу, называется престо ограниченной.. Примеры. 1. Функция х2 ограничена снизу, например, числом 0 и не ограничена сверху.

2. Функция —Y х ограничена сверху, например, числом 1 и не ограничена снизу.

3. Функция sin х ограничена сверху, например, числом I, а снизу  числом —1.
Примеры неограниченных функций:
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Монотонные функции.
 Пусть функция f(х) определена в не​котором промежутке (а; b).
Функция f {х) называется возрастающей в промежутке (а; b), если для любой пары значений x1 Є(a; b), х2 Є (а; b) из неравенства x1. > x2  следует неравенство f(х1)>f(x2), т. е. большему значению аргумента соответствует большее значение функции. Если из нера​венства x1. > x2  следует неравенство f(х1≥f(x2), то функцию на​зывают неубываюшей.
Функция  f (х) называется убывающей в промежутке (а; 6), если для любой пары значений x1 Є(a; b), х2 Є (а; b) из неравенства x1. > x2  следует неравенство f(х1)<f(x2),  т. е. большему значению аргумента соответствует меньшее значение функции. Если из неравенства x1. > x2  следует неравенство f(х1≤f(x2), то функцию называют невозраста​ющей. Возрастающие и убывающие функции называют монотонными функциями.

Может случиться, что функция f (х) немонотонна во всей области своего определения, однако при подходящем разбиении области опре​деления функции на некоторое (возможно, бесконечное) число непе​ресекающихся промежутков оказывается, что функция будет моно​тонной на каждом из этих промежутков (на одних—убывающей, на других—возрастающей). Такие промежутки называют промежутками монотонности функции.

Примеры. 1. Функция у=х2. определенная на всей числовой оси, на промежутке (—∞; 0) убывает, а на промежутке [0; + ∞)  возрастает.

2. Доказать монотонность функции f(x)= √х Область опреде​ления функции—промежуток [0; +∞)
Рассмотрим разность
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где х1 и x2—значения аргумента из области определения функции и x1 >x2  Разность √х1 - √х2   можно представить в виде
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Так как  x1 >x2 ,   а √х1 + √х2  > 0, то √х1 - √х2  >0 и, следова​тельно, функция f(x)= √х -  возрастающая.

Достаточное условие монотонности функции. Пусть функция  f (х) определена дифференцируема на открытом промежутке (а;b). Для возрастания функции f(x) на промежутке (а; b) достаточно, чтобы производная данной функции была положительна при всех x Є(a; b), а для убывания функции достаточно, чтобы производная была отрицательна при всех x Є(a; b).
Сформулированное условие монотонности не является необходи​мым—можно привести примеры монотонных функций, производная которых обращается в нуль в конечном (и даже бесконечном) числе точек промежутка (а; b). Простейшим примером такой функции бу​дет функция

f(x)= х3 .
 Она возрастает пря всех x Є R и имеет производную, равную нулю, в точке О.

Взаимно обратные функции. 
Пусть у = f(х)- числовая функция с областью определения D (f) и областью изменения (множествам значений) Е(f).  Далее для простоты будем полагать, что множества D(f) и Е (f)) представляют собой некоторые промежутки.
Выберем какое-нибудь значение у0 из множества значения функции Е (f), тогда в множестве D (f) обязательно найдется хотя бы одно значение х=х0 такое, что
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Будем рассматривать функции, у которых каждому значению уо из области изменения функции соответствует единственное значе​ние хо из области определения функции. Соответствие, относящее каждому данному числу уо из множества Е (f) единственное число хо из множества D(f), называют функцией, обратной функции f, и обозначают символом f -1:

х= f-1(у).
Не любая функция имеет  обратную функцию. Функции, для которых существуют обратные функции, называют обратимыми;  функции f и f -1 называют взаимно обратными.
Для того чтобы функция y=f (х), определенная на промежутке (а, b), имела обратную функцию, нужно, чтобы она была непрерывной  монотонной (возрастающей или убывающей) на этом промежутке. Тогда функция f -1   также будет монотонной и непрерывной на множестве значений функции f (х).
Может оказаться, что на некотором промежутке (а; b) функция непре​рывна, но не монотонна на этом промежутке. Разобьем промежуток (a; b) на промежутки

Х1, Х2, Х3 ...

таким образом, чтобы на каждом из этих промежутков данная функция была монотонна. Тогда на каждом из промежутков Х1, Х2, Х3 ...данная функция будет иметь обратную функцию. Например, функция f (х)=х2  с областью определения

 (-∞;+∞) необратима. Разбив область определения на два про​межутка и (-∞;+0) 
[0; +∞), нетрудно убедиться, что на каждом из этих про​межутков функция будет непрерывна и монотонна, а потому на каждом  из указанных промежутков для данной функции будет существовать обратная функция. На промежутке(-∞; 0) такой  функцией будет функция х=-√у, а на промежутке [0; +∞)— функция x= √у. (Здесь роль независимой перемен​ной играет у, а роль зависимой переменной х.) Графики прямой и обратной функций на промежутке [0; +∞) изображены на рисунке.
Свойства взаимно обрат​ных функций:

1) Если функция f -1 является об​ратной для функции f, то и функ​ция f будет обратной для функции  f -1
2) Область определения функции  f является областью изменения функции f -1, а область изменения функции f —областью определения функции f -1.

3) Графики взаимно обратных функций симметричны относитель​но биссектрисы первого и третьего координатных углов координатной плоскости Оху.
